
ЛЕКЦИЯ 5 

5. КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СТЕРЖНЕВЫХ 

МЕХАНИЗМОВ. ГРАФОАНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД 
 

5.1. Предпосылки к использованию метода 
 

Из курса теоретической механики известно, что любой объект на 

плоскости может совершать три вида движения: поступательное, 

вращательное и плоскопараллельное.  

1. Поступательное движение – движение, при котором траектории, 

скорости и ускорения всех точек одинаковы (рис. 5.1).  

 
 

Рис. 5.1. Поступательное движение звеньев 

 

2. Вращательное движение – движение, при котором хотя бы две точки 

остаются неподвижными (рис. 5.2).  

Скорость любой плоской фигуры может быть 

представлена как геометрическая сумма скорости 

полюса и скорости вращения вокруг полюса. 

Если полюсом в нашем случае является точка О, 

то скорость А  точки А запишется как: 

ОАА l= , 

где  - угловая скорость звена ОА, рад/с; lОА – 

расстояние от точки О до точки А, м. 

Вектор скорости А  направлен перпендикулярно звену ОА в сторону, 

определяемую знаком угловой скорости. 

Аналогично ускорение любой точки плоской фигуры может быть 

представлено как геометрическая сумма ускорения полюса и ускорения в 

движении относительно полюса. Вектор ускорения Аа  в относительном 

движении может быть представлен в виде суммы нормального 
n
Аа  и 

тангенциального 
t
Аа  ускорений: 

t
А

n
АА ааа += . 

Нормальное ускорение 𝑎̅𝐴
𝑛 характеризует изменение скорости по 

направлению. Вектор нормального ускорения направлен по оси звена ОА от 

точки А к точки О (в сторону центра вращения) и определяется по формуле 

Рис. 5.2. Схема 

вращательной пары 
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Тангенциальное ускорение 
t
Аа  характеризует изменение скорости по 

величине. Вектор тангенциального ускорения направлен перпендикулярно оси 

ОА и равен по величине 

OA
At

А l
dt

d
а == 


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где   – угловое ускорение звена, рад/с2. 

3. Плоскопараллельное движение – движение 

звена в плоскости. 

Из рис. 5.3 видно, что плоскопараллельное движение 

можно представить как составное: поступательное 

из положения АВ в положение 'ВА 11  плюс 

вращательное из 'ВА 11  в А1В1, тогда 

ВАААВ  += , 

где АА  – скорость точки А относительно полюса, 

м/с;  

        ВА  – скорость точка В относительно точки А, 

м/с. 

По аналогии:  
t
BA

n
BAАВААВ aааааа ++=+= . 

В рассмотренном случае поступательное движение 

принималось переносным, а вращательное относительным. 

Рассмотрим обратную ситуацию (рис. 5.4). 

На рис. 5.4 показан кулисный механизм, где звенья 

1 – кулиса и 2 – кулисный камень входят в поступательную пару 

А. 

Скорость точки А2, принадлежащая звену 2, связана со 

скоростью точки А1 следующей зависимостью: 

1212 АААА  += , 

где ОАА l=
1

 – скорость вращения точки А вокруг полюса О, 

направленная перпендикулярно к оси ОХ в сторону вращения звена; 
12 АА  – 

скорость поступательного движения звена 2 относительно звена 1, 

направленная параллельно оси ОХ. 

В таком случае по аналогии ускорение 2Аа  точки А2 связано ускорением 

1Аа  точки А1 уравнением: 

 

 

 

Рис. 5.3. 

Плоскопараллельное 

движение звена 

Рис. 5.4. Кулисный 

механизм 
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12121 ++= , 

где 1Аа  – ускорение точки А1, 
t
А

n
АА ааа +=1 ;     1212

2 АА
k

AАа  =  – 

кориолисово ускорение, поворотное ускорение направленное под углом 90 к 

вектору относительной скорости 
12 АА ; 

r
AAa

12  – релятивное ускорение, 

ускорение в движении звена 2 относительно звена 1, направленное 

параллельно оси ОХ. 

Для определения направления кориолисово 

ускорения 
k

AАа
12  необходимо вектор относительной 

скорости 
12 АА  (рис. 5.5) повернуть на 90 в сторону 

вращения кулисы, обусловленного угловой 

скоростью . Направление повернутого вектора 

12 АА  совпадает с направлением вектора 
k

AАа
12  

ускорения Кориолиса. 

 
5.2. Построение планов скоростей 

 

Планом скоростей (ускорений) называют 

графическое построение, при котором все абсолютные скорости (ускорения) 

точек механизма выходят из одной точки называемой полюсом. 

Рассмотрим построение скорости на примере (рис. 5.6а). Исходными 

данными являются: 1, AOl 1
, ABl , 

21OOl , BOl 2
, COl 2

, CDl , h. 

 

 
 

Рис. 5.6. Исследуемый механизм:  

а – схема; б – план скоростей; в – план ускорений 

 

Требуется методом плана определить линейные скорости всех точек и 

угловые скорости всех звеньев механизма. 

Расчет производим в следующей последовательности: 

Рис. 5.5. Определение  

направления вектора 

ускорения Кориолиса 



1. Вычислим с помощью формулы Чебышева кинематическую 

разрешимость данного механизма 
17253 =−=W . 

При заданном движении 1-го звена механизм кинематически определим. 

2. Построим план скоростей, путем последовательного определения 

скоростей точек, начиная от входного звена. 

Точка А. Скорость точки А равна АОА l
11 =  , где вектор скорости А  

перпендикулярен О1А и направлен в сторону вращения звена 1. 

Из произвольно выбранной точки, Р называемой полюсом, проведем 

линии перпендикулярную О1А, фиксируя произвольно точку а, задаемся 

масштабом (рис. 5.6б): 
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где ар  – длина вектор скорости А  на чертеже, мм. 

Точка В. Ищем на механизме точку, для которой скорости соседних 

точек известны, такой точкой является точка В, так как скорости А  и 0
2
=О  

известны. Так же нужно отметить, что с точкой В совпадают две точки, первая 

принадлежит шатуну В2, а вторая коромыслу В3. Следовательно 
32 ВВВ  ==

. Составим векторное уравнение при этом отнесем точку В сначала к шатуну 

2, а затем к коромыслу 3: 





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где А  – скорость точки А, м/с; ВА  – относительная скорость точки В во 

вращении вокруг точки А, м/с; 
2О  – скорость точки О2, м/с; 

2ВО  – 

относительная скорость точки В во вращении вокруг точки О2, м/с. 

Для определения скорости точки В на плане скоростей через точку а 

проведем линию перпендикулярную звену АВ. Так как вектор оО =
2

 , а точка 

О2 совпадает с полюсом, то через эту точку проводим перпендикуляр к звену 

ВО2. Пересечение перпендикуляров определяет положение конца вектора 

скорости точки В. 

Действительная скорость точки В определяется из плана скоростей 

следующим образом: 

 с/м,pbВ  = , 

где pb  – размер вектора скорости В  на плане скоростей, мм. 

Направление скорости В  определяется направлением вектора pb . 

Точка С. Абсолютная скорость точки С коромысла определится по 

правилу подобия 
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Действительную скорость точки С определяем аналогично скорости 

точки В, умножением масштаба  на длину вектора pc . 

Точка D. Скорость точки D шатуна DC можно представить в виде 

векторной суммы переносной и относительной скоростей. Для ее определения 

воспользуемся векторным уравнением: 






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,

;
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где C  – скорость точки С, м/с; DC  – относительная скорость точки D во 

вращении вокруг точки C, м/с; 
0D  – скорость точки D0 принадлежащей 

стойке, м/с; 
0DD  – скорость точки D в поступательном движении 

относительно точки D0, м/с. 

В этих уравнениях скорость C  известна по величине и направлению, 

скорость 0
0
=D . Относительные скорости DC  и 

0DD  известны по 

направлению. Скорость DC  перпендикулярна звену CD, а 
0DD  параллельна 

оси направляющей ползуна. Следовательно, для определения скорости точки 

D проводим линию через точку С перпендикулярную звену CD, а через полюс 

плана р линию параллельную направляющей ползуна. 

Точка пресечения является точкой D. Действительное значение скорости 

точки D определяется аналогично точкам В и С. 

Для определения угловой скорости 2 звена АВ, рассмотрим вращение звена В 

относительно точки А. Направление скорости ВА  точки В во вращении вокруг 

точки А определяется направлением вектора ab . Мысленно переносим этот 

вектор в точку В и считаем точку А неподвижной. Точка В в направлении 

вектора ab  вращается против часовой стрелки, что определяет направление 

вращения звена АВ. Величину угловой скорости второго звена определяем по 

формуле: 

ВАВА

ВА

l

ba

l





==2 . 

Направление угловых скоростей 3 и 4 определяем аналогично. 

Мысленно переносим вектор рс  в точку С, а вектор cd  в точку D. 

Направление данных векторов укажет направление вращение звеньев. 

Величины угловых скоростей определяются также аналогично. 

 



5.3. Свойство планов скоростей 

 

Сформулируем свойства планов скоростей, которые вытекают 

непосредственно из их построения. 

1. Векторы выходящие из полюса плана в определенном масштабе 

представляют собой абсолютные скорости точек механизма. 

2. Все неподвижные точки механизма располагаются в полюсе. 

3. Векторы, соединяющие концы абсолютных скоростей и ускорений 

представляют собой относительные скорости точек механизма. 

4. Отношение относительных скоростей к соответствующим длинам есть 

угловые скорости. 

5. Фигуры на механизме подобны фигурам, образованным векторами 

плана и сходственно с ними расположены. 

 
5.4. Построение планов ускорений 

 

Планом ускорений называется такое графическое построение, при 

котором все абсолютные ускорения точек механизма выходят из одной точки 

называемой полюсом. 

Рассмотрим построение плана ускорений на примере (рис. 5.6а). 

Точка А. Определим ускорение точки А. Поскольку звено О1А вращается 

равномерно, то точка А имеет только нормальное ускорение, которое 

направлено по звену О1А к центру вращения, а его величина 

АОА lа
1

2
1 = . 

Примем на чертеже длину вектора Аа  равным а . Тогда масштаб плана 

ускорений 

ммс

м
,

а

а А
а


=

2
 , 

где а  – длина вектора ускорения Аа  на чертеже, мм. 

Из произвольной точки  (рис. 5.6в), называемой полюсом, параллельно 

звену О1А в направлении от точки А к точке О1 отложим отрезок а . 

Ускорения точек О1 и О2 механизма равны нулю, следовательно 

расположение данных точек на плане ускорений будет совпадать с полюсом. 

Точка В. Рассмотрим движение точки В со звеньями АВ и ВО2 для этого 

составим векторные уравнения: 
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где Аа  – ускорение точки А, м/с2; 
n
BAа  – нормальное ускорение точки В 

относительно точки А, м/с2; 
t
BAа  – тангенциальное ускорение точки В 

относительно точки А, м/с2; 
2Oа  – ускорение точки О2, м/с2; 

n
BOа

2  – нормальное 



ускорение точки В относительно точки О2, м/с2; 
t
BOа

2  – тангенциальное 

ускорение точки В относительно точки О2, м/с2. 

Величины нормальных ускорений определяются по формулам 

АВ
АВ

ВАn
ВА l

l
а == 2

2

2




; 

ВO
ВО

ВОn
ВО l

l
а

2

2

2
2

2
3

2

== 


. 

Ускорение 
n
BAа  направлено по оси звена АВ от точки В к точке А, 

ускорение 
n
BOа

2  – по оси звена О2В от точки В к точке О2. 

Относительные тангенциальные ускорения известны только по линиям их 

действия. Ускорение 
t
BAа  перпендикулярно звену АВ, а ускорение 

t
BOа

2  

перпендикулярно звену О2В. 

На плане ускорений от точки а параллельно звену АВ в направлении от 

точки В к точки А отложим вектор тангенциального ускорения 
n
BAа  длиной 

a

n
BAa

an


= . 

Через точку n проведем перпендикуляр к звену АВ линию действия 

тангенциального ускорения 
t
BAа . Далее из полюса , так как точка О2 совпадает 

с полюсом, параллельно звену О2В в направлении от точка В к точке О2 

отложим вектор n1, изображающий ускорение 
n
BOа

2 , величиной  

a

n
ВОa

n


 2
1 = . 

Так же через точку n1 проведем перпендикуляр к звену О2В линию 

действия тангенциального ускорения 
t
BOа

2 . На пересечении линий действия 

тангенциальных ускорений 
t
BAа  и 

t
BOа

2  находится точка b – конец вектора b , 

изображающего ускорение Вa  точки В механизма. Абсолютное ускорение 

точки В определим по формуле 

aВ ba  = . 

Аналогично рассчитываем действительные значения тангенциальных t
BAа

, t
BOа

2
 и относительного АВа  ускорений. 

Точка С. Длину вектора ускорения на плане скоростей точки С 

определим по правилам подобия: 

ВO

CO

b

с

2

2=



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BO

COb
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2
=
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 . 



Из условия подобия фигур звена и плана ускорений точка С будет лежать 

на продолжении отрезка b . 

Точка D. Для определения ускорения точки D воспользуемся 

векторными уравнениями: 
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где Ca  – абсолютное ускорение точки С, м/с2, известное по величине и 

направлению; 
n
DCа  – нормальное ускорение точки D при ее вращении вокруг 

точки C, 
CD

DCn
DC

l
а

2
= , м/с2; 

0Dа  – абсолютное ускорение точки D0, 0
0
=Dа  так 

как точка D0 совпадает с полюсом плана ускорений; 
k
DDа

0  – кориолисово 

ускорение точки D относительно точки D0, 02
00 5 == DD

k
DDа  , так как 5 

= 0. 

Длина вектора нормального ускорения на плане ускорений составит 

a

n
DCan  =2 , мм. 

На плане ускорений от точки с отложим вектор 2n  параллельно звену 

СD в направлении от точки D к точки С. Затем через точку n2 проведем 

перпендикуляр к отрезку 2n  (направление касательного ускорения). Через 

полюс проведем вектор релятивного ускорения параллельно направляющей 

ползуна. Пересечение данных линий укажет на расположение точки D на 

плане ускорений. 

Соединив полюс с точкой d, получим вектор ускорения d . 

Абсолютные величины ускорений точек С и D механизма вычислим из 

соотношений аС са  =  и аD dа  = . 

Для определения направления углового ускорения 2 шатуна АВ 

мысленно перенесем вектор nb  тангенциального ускорения 
t
BAа  в точку В. В 

направлении этого вектора точка В вращается относительно точки А по 

часовой стрелки, что и определяет направление углового ускорения 2. 

Величину углового ускорения 2 шатуна АB определим по формуле 

 2
2

−= c,
l

а

ВА

t
ВА

 . 

Угловое ускорение 3 коромысла О2В направленно против часовой 

стрелки в направлении вектора bn1  тангенциального ускорения 
t
BOа

2  и 

определяется по формуле 

 2
3

2

2 −= c,
l

а

ВО

t
ВО

 . 



Угловое ускорение 4 шатуна CD направлено против часовой стрелки, по 

вращению точки D относительно точки С в направлении dn2  

тангенциального ускорения 
t
DCа  и определяется по формуле 

 2
4

−= c,
l

а

DC

t
DC

 . 

Угловое ускорение 1 ведущего звена ОА совершающего равномерное 

движение равно нулю, также равно нулю ускорение 5 звена 5 движущегося 

поступательно. 

 
5.5. Свойство планов ускорений 

 
1. Все векторы абсолютных ускорений точек механизма плана ускорений 

выходят из полюса. 
2. Векторы, соединяющие концы абсолютных ускорений, представляют 

собой относительные ускорения звеньев механизма. 
4. Фигуры, образованные относительными ускорениями, подобны 

фигурам соответствующих звеньев и повернутые относительно плана 

механизма на некоторый угол 180 –  в сторону мгновенных угловых 
ускорений: 

.arctg
2


 =  

 

5.6. Особенности кинематического анализа 

кривошипно-кулисных механизмов 
 

Кривошипно-кулисный механизм состоит из кривошипа 1 (рис. 5.7), 
кулисного камня 2 и кулисы 3. 

План скоростей. В рассматриваемом примере точка А механизма 
принадлежит: А1 – кривошипу; А2 – кулисному камню; А3 – кулисе. Точки А1 и 
А2 связаны вращательной кинематической парой, поэтому  



ОАААА l=== 121
 . 

Векторные уравнения для определения 
скорости точки А3, принадлежащей кулисе 3, имеют 
вид 






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;
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где А  – скорость точки А, м/с; АА3
  – относительная 

скорость точки А3 во вращении вокруг точки А, м/с;  

1О  – скорость точки О1, м/с; 
13ОА  – относительная 

скорость точки А3 во вращении вокруг точки О1, м/с. 
Отложим от полюса р (рис. 5.8а) 

перпендикулярно звену ОА отрезок  Ара = . 

Через точку а на плане проведем прямую, перпендикулярную О1А3, а затем из 
полюса проведем прямую параллельную О1А3. Пересечении этих линий 
укажет положение конца вектора абсолютной скорости точки А3. 

Скорость точки В определяем по 
подобию плана скоростей из 

пропорции 
31

1

3 АО

ВО

pa

pb
= , откуда 

31

1
3

АО

ВО
papb = . 

Угловые скорости кулисного 
камня и кулисы определятся из 
соотношения 

ВО

В

ОА

А

ll
13

3
32


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План ускорений. Ускорение кривошипа рассчитываем как АОА lа
1

2
1 =

. Из полюса  (рис. 5.8б) проведем вектор а  параллельно звену ОА в 
направлении от точки А к точки О.  

Длину вектора ускорения точки А3 определим графическим решением 
векторных уравнений: 
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
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где Aa  – абсолютное ускорение точки А, м/с2, известное по величине и 

направлению; 
k

AАа
3  – кориолисово ускорение точки А3 относительно точки А, 

АА
k

AАа
33 32  = , м/с2; 1Оа  – абсолютное ускорение точки О1, 01 =Оа , так как 

точка О1 принадлежит стойке, следовательно она совпадает с полюсом плана 

Рис. 5.7. Схема 

кривошипно-кулисного 

механизма 

Рис. 5.8. План скоростей (а) и план 

ускорений (б) 



ускорений; 13

n
ОАа  – нормальное ускорение точки А3 при ее вращении вокруг 

точки О1, 
31

3
13

2
2

AO
OA

An
ОА l

l
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
, м/с2.  

Длины векторов вычисленных ускорений на чертеже составят 

a

n
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n;
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




 133 == . 

Отложим эти векторы на плане ускорений. Вектор k  – от точки а в 

направлении вектора АА3
 , повернутого на 90 в сторону вращения кулисы 3. 

Вектор n  – из полюса параллельно кулисе, в сторону центра вращения точки 
А3. Через концы отложенных векторов в точках k и n проведем 
перпендикуляры, пересечение которых укажет расположение точки а3 на 
плане ускорений.  

Длину вектора ускорения точки В определим по правилам подобия: 
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


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31
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Из условия подобия фигур звена и плана ускорений точка В будет лежать 

на продолжении отрезка 3а . 

Действительную величину ускорений точки В механизма вычислим из 

соотношения: аВ bа  = . 

Для определения направления углового ускорения 3 коромысла BC 

мысленно перенесем вектор 3na  тангенциального ускорения 
t

ОАа
3  в точку А3. 

В направлении этого вектора точка А3 вращается относительно точки В по 

часовой стрелки, что и определяет направление углового ускорения 3. 

Величину углового ускорения 3 коромысла BC определим по формуле 

 2
23

31

13 −== c,
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t
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Угловое ускорение 1 ведущего звена ОА совершающего равномерное 
движение равно нулю. 
 


