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13. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЗАЦЕПЛЕНИЯ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ 

 
13.1. Основная теорема зацепления 

 

Теорема: общая нормаль к соприкасающимся профилям делит 

межцентровое расстояние на отрезки обратно-пропорциональные угловым 

скоростям. 

Докажем теорему. 

Предположим, что передача вращения между двумя осями О1 и О2 с 

угловыми скоростями ω1 и ω2 осуществляется посредством двух 

взаимоогибаемых кривых, пренадлежащих звеньям 1 и 2 (рис. 13.1). Проведем 

в точке касания М кривых общую нормаль N-N. 

 

 
 

Рис. 13.1. К определению основной теоремы зацепления 

 

Точка М принадлежит звеньям 1 и 2 следовательно 21  = , где  

МО,МО 11111 ⊥=  ; 

МО,МО 22222 ⊥=  .                                   (1) 

Из построения видно, что nn
21  = , так как только в этом случае 

обеспечивается непрерывная передача движения. 

Рассмотрим другие возможные варианты: 

1. nn
21   . Такого положения не может быть, так как в противном случае 

звено 2 обгоняло бы звено 1, а это невозможно при ведущем 1 колесе. 

2. nn
21   . Это так же невозможно, так как в противном случае звено 1 

должно внедрятся в звено 2. 

3. Остается только вариант когда nn
21  = . 

Из точек О1 и О2 проведем перпендикуляры О1А и О2В на общую нормаль  



N-N. Из рисунка видно, что 11  Мn  подобен 1АМО , а 22  Мn  подобен 

2ВМО . Следовательно, 
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или, учитывая формулы (1), 
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Из подобия ΔАРО1 и ΔВРО2 следует 
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Подставив формулу (2) в последнее равенство, получаем 
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Теорема доказана. 

Следствие: если полюс зацепления (точка Р на рис.13.1) находится 

внутри О1О2, то звенья вращаются в разные стороны, и если Р вне О1О2, то 

звенья вращаются в одну сторону. 

Из формулы (3) следует, что постоянство передаточного отношения в 

зубчатых передачах обеспечивается только, когда точка Р, лежащая на 

пересечении линии центров О1О2 и общей нормали к профилю зубчатых колес, 

находящимся в зацеплении, занимает постоянное положение. 

Профилей зубьев, удовлетворяющих требованию основной теоремы 

зацепления, можно подобрать довольно много, но широкое применение нашла 

предложенная Эйлером (1767 г.) эвольвента. 

 
13.2. Понятие сопряженных профилей 

 

Одна из главных проблем зацепления – это обоснование кривой, которой 

описывается профиль зуба. 

Профили которые обеспечивают постоянное отношение называют 

сопряженными. Теоретически к любой кривой можно построить ей 

сопряженную. В технике используются ограниченное количество таких 

кривых. При выборе этих кривых исходят из следующих пяти требований: 

1. Простота геометрических построений. 

2. Динамическое (минимум усилий действующих на опоры). 

3. Кинематическое (надежность обеспечения постоянного передаточного 

отношения). 

4. Технологическое (простота зубонарезного инструмента). 

5. Эксплуатационное (возможность взаимозаменяемости). 



Данным требованиям наиболее полно удовлетворяют: эвольвента (на 96 

%) и циклоида (на 4 %). 
13.3. Эвольвента и ее свойства 

 

Эвольвента – это кривая, которую описывает любая точка прямой линии, 

катящейся без скольжения по окружности.  

Прямая линия, которая образует эвольвенту, называется производящей, 

а окружность, по которой она перекатывается, – основной. 

Эвольвента обладает следующими свойствами: 

- эвольвента начинается но основной окружности и всегда находится вне 

ее; 

- образующая прямая нормальна к эвольвенте и является касательной для 

основной окружности; 

- форма эвольвенты зависит только от диаметра основной окружности. 

Найдем уравнение эвольвенты, для чего определим полярные радиус Ri и 

угол θi (рис. 13.2).  

 
 

Рис. 13.2. Построение эвольвенты 

 

Из рис. 13.2 следует, что 
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Следовательно,  

iiitg  += , 

откуда 

iii tg  −= . 

Обозначим 

iii tginv  −= .                                             (4) 

Функция (4) называется инволютой (полученную функцию используют 

для аналитического определения направления радиуса профиля Ri). Тогда  

ii inv = .                                                  (5) 

Радиус профиля (рис. 11.2) определится 
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Полученные формулы (5) и (6) являются уравнениями эвольвенты. 

 
13.4. Основные параметры, характеризующие зубчатые колеса 

 

Понятия и термины, относящиеся к геометрии и кинематике зубчатых 

передач, стандартизированы. Стандарты устанавливают термины, 

определения и обозначения, а также методы расчета геометрических 

параметров. 

Напомним, что меньшее из пары зубчатых колес называют шестерней, а 

большее – колесом. Параметрам шестерни присваивается индекс 1, а 

параметрам колеса – 2 (рис. 13.3). 

В зубчатых колесах различают следующие окружности: начальная, 

основная, вершин зубьев, впадин зубьев, делительная.  

Начальными (dw1 и dw2) называются такие окружности, которые катятся 

друг по другу без скольжения, это центроида в относительном движении 

колес, то есть геометрическое место мгновенных центров вращения. 

Начальные окружности понятие кинематическое, так как появляются они, 

когда колеса вводятся в зацепление, на отдельно взятом колесе нет начальной 

окружности. 

В некоррегированных, нарезанных несмещенной зубчатой рейкой 

зубчатых колесах начальная и делительная окружности совпадают между 

собой. 

Делительными (d1 и d2) называются окружности, для которых модуль 

является стандартным: 

mzd = ,                                                        (7) 

где m – модуль зацепления, мм;  z – число зубьев. 



 
 

Рис. 13.3. Параметры зубчатых колес 

 

Касательная к основным окружностям двух колес является траекторией 

точек касания двух профилей зубьев и называется линией зацепления, а 

отрезок АВ – ее рабочим участком. 

Угол зацепления между линией зацепления и перпендикуляром к прямой, 

соединяющей центры колес, называется углом зацепления αi. Угол 

зацепления стандартизирован и составляет по ГОСТ 13755-81 αi = 20°. 

Путь, пройденный точкой профиля, лежащей на делительной 

окружности, за период зацепления одной пары зубьев называется дугой 

зацепления. Условно на рис. 13.3 дуга dd' является дугой зацепления. 

Модуль зацепления (m) – это отношение шага зацепления Р по 

делительной окружности к числу π: 



P
m = .                                                     (8) 

Существует ГОСТ 9360-68 на модули, в соответствии с которым шаги 

изменения модулей следующие: 

от 0,1 до 0,8 мм шаг через 0,1 мм; 

от 1,0 до 2,5 мм шаг через 0,25 мм; 

от 3,0 до 7,0 мм шаг через 0,5 мм; 

от 8,0 до 18,0 мм шаг через 1,0 мм; 



от 19,0 до 32,0 мм шаг через 2,0 мм.  

       Шаг зацепления – расстояние между 

двумя одноименными точками двух соседних 

зубьев, взятое по дуге какой-либо окружности 

(начальной, делительной или основной). 

       На различных концентрических 

окружностях колеса шаги различные (Р1, 

Р2,…Рn), следовательно, и модули, есть только 

одна окружность, на которой модуль 

стандартный, такую окружность называют 

делительной  

(рис. 13.4). 

        Рассмотрим отдельный зуб (рис. 13.5). 

Часть зуба, лежащая выше диаметра 

делительной окружности, называется 

головкой зуба (ha), а часть зуба, лежащая 

ниже делительной окружности, – ножкой зуба 

(hf).  

Так для колес, изготовленных без 

смещения (нормальный зуб), 
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а для колес, изготовленным со смещением 

(укороченный зуб),  
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Зубчатое колесо называется колесом без 

смещения, если по делительной окружности 

толщина зуба S равна ширине впадины, то есть справедливо равенство 
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Если условие (11) не выполняется, то колесо называется колесом со 

смещением (корригированным). Толщина зуба по делительной окружности 

этого колеса может быть как больше, так и меньше половины шага зацепления. 

Диаметр окружности вершин зубьев 

( )22 +=+= zmhdd aa .                                  (12) 

Диаметр окружности впадин зубьев 

( )522 ,zmhdd ff −=−= .                                (13) 

Межосевое расстояние 
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Рис. 13.5. К определению  

высоты зуба 
 

Рис. 13.4. К определению 

шага зацепления 
 


