
Лабораторная работа № 5 

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ЗУБЧАТЫХ МЕХАНИЗМОВ  

 
ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

 

Овладение аналитическим, графическим и экспериментальным 

методами кинематического исследования зубчатых механизмов с 

неподвижными и подвижными геометрическими осями вращения. 

 
МАТЕРИАЛЬНОЕ ОСНАЩЕНИЕ 

 

Модели зубчатых механизмов, циркуль, микрокалькулятор. 

 
КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

 

Кинематический анализ 

 

Кинематический анализ зубчатых механизмов заключается в 

определении передаточных отношений между колесами. 

Передаточным отношением (U) называется отношение угловых 

скоростей двух звеньев. Передаточное отношение от первого звена ко второму 

, где ,  – угловые скорости соответственно первого второго 

звена. При параллельных осях вращения передаточное отношение считается 

положительным, если одинаковы направления угловых скоростей их звеньев 

(рис. 1) и отрицательным – если направлении угловых скоростей 

противоположны (рис. 2). При непараллельных осях вращения передаточное 

отношение равно отношению модулей угловых скоростей звеньев (рис. 3, 4). 

 
 Рис. 1. Внешнее зацепление Рис. 2. Внутреннее зацепление 

 

При эвольвентном зацеплении передаточное отношение, согласно 

основной теореме плоского зацепления, имеет постоянную величину 

,                              (1) 

где  – радиус начальной окружности. 
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Знак «плюс» относится к внутреннему зацеплению, а минус – к 

внешнему (см. рис. 1, 2). 

 
 Рис. 3. Коническая ортогональная передача Рис. 4. Червячная передача 

 

Виды зубчатых механизмов и основные кинематические соотношения 
 

Для увеличения передаточного отношения и ступенчатого изменения 

скорости вращения выходного звена изготавливают зубчатые механизмы 

(редукторы, коробки скоростей и т.п.), состоящие из нескольких зубчатых 

передач. 

Зубчатые механизмы могут иметь подвижные и неподвижные оси 

вращения, различным образом расположенные в пространстве: параллельные, 

пересекающиеся  и скрещивающиеся. 

Зубчатые механизмы с неподвижными параллельными осями (опорами) 

вращения, составленные из передач внешнего и внутреннего зацепления, 

подразделяются на: 

– одноступенчатые (см. рис. 1, 2) – трехзвенные механизмы, состоящие 

из двух цилиндрических круглых зубчатых колес и стойки. Меньшее из 

зубчатых колес называется шестерней (с индексом 1), большее – колесом 

(индекс 2). Передаточное отношение определяется по формуле (1); 

– многозвенные (рис. 5, 6, 7). Общее передаточное отношение 

многозвенного механизма  от вала 1 к валу n равно произведению 

передаточных отношений отдельных ступеней, входящих в механизм, т.е. 

.                               (2) 

Многозвенные зубчатые механизмы, классифицируются следующим 

образом: 

– рядовые – передачи с паразитными зубчатыми колесами (см. рис. 5, 

6), в которых общее передаточное отношение определяется размерами 

(числами зубьев) зубчатых колес, расположенных на ведущем и ведомом 

валах. Числа зубьев промежуточных (паразитных) колес не влияют на общее 

передаточное отношение.  
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Количество промежуточных колес определяет направление вращения 

(знак передаточного отношения): 

, 

где  и  – числа зубьев соответственно 

первого и  

n-го колес; 

 k – число пар внешнего зацепления, входящих в 

механизм. 

Для зубчатого механизма, показанного на 

рис. 5, число внешних зацеплений k = 2, 

следовательно, ведомый 3 и ведущий 1 валы 

вращаются в одну сторону – по часовой стрелке. 

В механизме на рис. 6 пара  имеет 

внешнее зацепление, а пара   – 

внутреннее, следовательно, k = 1 и ведущий и 

ведомый валы вращаются в разные стороны; 

– многоступенчатые. Общее 

передаточное отношение определяется по формуле (2). Например, для 

механизма показанного на рис. 7, передаточное отношение от вала (звена) I к 

валу IV: 

. 

Подставив значения       ;  

; , получим, . 

Для рассматриваемого примера k = 2, поэтому ведомый вал вращается в 

ту же сторону, что и ведущий. 
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Зубчатые механизмы с неподвижными пересекающимися осями 

вращения. Передача вращения между пересекающимися валами 

осуществляется коническими зубчатыми колесами 

(рис. 3, 8). 

 Передаточное отношение конической 

передачи  

, 

где  – острый угол между осями вращения О1О и 

О2О, . Если = = 90°, то 

. 

Для механизма, представленного на рис. 9, 

общее передаточное отношение определится по 

формуле (2) для многозвенного механизма: 

. 

Валы будут вращаться по направлению 

стрелок.  

Зубчатые механизмы с неподвижными 

скрещивающими осями вращения. Для передачи 

вращения между скрещивающимися валами 

применяют гиперболоидные зубчатые передачи, 

которые бывают: 

– гипоидные – зубчатые передачи с 

начальными и делительными коническими 

поверхностями с несовпадающими вершинами. На 

рис. 10 изображена передача с углом скрещивания 

осей  =90; 

– винтовые зубчатые передачи – передачи с 

цилиндрическими начальными и делительными поверхностями (рис. 11). Угол 

скрещивания осей может быть различным (рис. 12). В передаче на рис. 11,   

= 90°. Передаточное отношение 

, 

где  и , – углы между мгновенной винтовой осью вращения и осями O1O 

и O2O, а также углы наклонов зубьев соответственно шестерни и колеса, 

; 

 и  – радиусы начальных цилиндров; 
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– червячные передачи – передачи, у 

которых начальные (делительные) 

поверхности отличны от конических и 

малое колесо имеет зубья (см. рис. 4). 

Малое колесо в червячной передаче 

называется червяком, а большое – 

червячным колесом. Угол скрещивания 

осей обычно составляет 90°. Передаточное 

отношение червячной передачи  

, 

где Z2 – число зубьев червячного колеса; 

Z1 – число заходов 

червяка. 

Зубчатые 

механизмы с подвижными осями 

вращения (сателлитные 

механизмы). Сателлитным 

механизмом называется механизм, 

имеющий в своем составе зубчатые 

колеса с подвижными осями 

сателлиты 2, 2, 2 на вращения – 

рис. 13, 14. Звено, на котором 

располагаются оси 

сателлитов, называется водилом (обозначается Н), а колесо с неподвижными 

осями вращения – солнечным или центральным (колесо 1, 3 на рис 13, 14). 

Сателлитные передачи можно подразделить по числу степеней подвижности 

на планетарные (W = 1) и дифференциальные (W = 2). 

Планетарные механизмы. В планетарных передачах одно из 

центральных колес (колесо 3 на рис. 13, 14) неподвижно. Степень его 
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подвижности: 

 

Передаточное отношение определяется на основе 

метода обращенного движения. Всем звеньям сообщается 

угловая скорость равная по величине и противоположная 

по направлению угловой скорости водила. Тогда водило 

становится неподвижным, и механизм из планетарного 

обращается в механизм с неподвижными осями вращения 

(рис. 15, а, б). Для него передаточное отношение от колеса 

1 к колесу 3, выраженное через число зубьев, находится как 

для зубчатых передач с неподвижными осями вращения 

колес. Для механизма, изображенного на рис. 13, 15, а 

передаточное отношение 

,                                   (3) 

где верхний индекс указывает, принято за 

неподвижное. Для схем рис. 15, 14, б 

.                                               

(4) 

Это же передаточное отношение 

есть отношение угловых скоростей в 

обращенном движении: 

;                                               

(5)  

так как , то передаточное 

отношение планетарной передачи (см. 

рис. 13, а, 14) 

.                                                  (6) 

Формула (6) справедлива для всех планетарных передач при условии, 

что колесо 3 неподвижно. 

Передаточное отношение , выраженное через числа зубьев, 

получается после подстановки в (6) значения из (3) для передачи на рис. 13: 

 

и из (4) – для передачи на рис. 14: 

. 

Дифференциальные механизмы – сателлитные зубчатые механизмы с 
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двумя степенями подвижности. Механизмы представленные на рис. 13, 14, 

станут дифференциальными, если зубчатое колесо 3 сделать подвижным. 

Тогда 

. 

Данные механизмы применяют как 

суммирующие (два входа и два выхода). 

Примером разделяющего механизма может 

служить автомобильный дифференциал (рис. 16), 

предназначенный для сообщений различной 

скорости вращения ведущим колесам 

автомобиля. 

Кинематические соотношения между 

звеньями дифференциала устанавливают на 

основе метода обращенного движения. 

Рассмотрим автомобильный дифференциал (см. 

рис. 16) – конический зубчатый механизм, 

состоящий из одинаковых центральных колес 1 и 3, сателлита 2 и водила, 

выполненного в виде коробки. Водило получает движение от вала двигателя 

через карданную (на схеме не изображена) и коническую (колеса 4 и 5) 

передачи и вращается вокруг осей О – О. Конические сателлиты 2, вращаясь 

вместе с водилом, приводят в движение колеса 1 и 3, каждое из которых 

соединено с полуосью ведущих колес автомобиля. При движении автомобиля 

по прямой и при равенстве сил сцепления колес с дорогой угловые скорости 

колес также одинаковы и равны скорости водила: . В этом случае 

водило вместе с сателлитами и центральными колесами вращается как одно 

целое: W = 1. При повороте автомобиля колесо, двигающееся по внешней 

кривой радиуса RA, проходит больший путь, чем внутреннее колесо по кривой 

радиуса RB (рис. 17). 

При отсутствии дифференциала (единая ось ведущего колеса) колеса 

будут проскальзывать, при наличии же угловые скорости колес будут 

различны при постоянной скорости ведущего водила: 

. 

Если передаточное отношение обращенного 

механизма  

, 

то ,  и  

.                          (7) 

Знак передаточного отношения определен 

методом стрелок (см. рис. 16). Если в этом механизме закрепить колесо 3 (  

= 0), а колесо А буксует, то получится конический планетарный механизм. Из 
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формулы (7) . Угловая скорость колеса 1 в два раза больше скорости 

водила:  

Замкнутые дифференциальные механизмы. Если в зубчатом 

дифференциале связать дополнительной 

(замыкающей) передачей два каких-либо звена, то 

получится механизм с одной степенью свободы – 

от замкнутый дифференциальный зубчатый 

механизм. Кинематические соотношения 

устанавливают путем выделения из механизма 

дифференциальной и дополнительной передач, 

записи уравнений передаточного отношения 

обращенного механизма для дифференциала 

(уравнение типа (5)) и передаточного отношения 

дополнительной передачи. Решая эти уравнения, 

определяют соотношения методу угловыми скоростями звеньев механизма. В 

замкнутом дифференциальном механизме (рис. 18) дополнительной 

передачей связаны угловые скорости центральных колес 1 и 3. Передаточное 

отношение дополнительной передачи 

                                       (8) 

Для ступени дифференциала можем записать  при остановленном 

водиле 

.       (9) 

Решая совместно (8) и (9), определим  и подставив его в формулу (9): 

, 

отсюда , или через числа зубьев колес 
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. 

Для механизма на рис. 19 

дополнительная передача связывает водило 

Н с центральным колесом 1: 

. 

Для дифференциала 

 найдем: 

, 

откуда передаточное отношение от центрального колеса 3 к водилу Н: 

. 

На рис. 20 изображен замкнутый дифференциал механизма тельфера, 

состоящий из дифференциала (центральные колеса 1 и 3, сателлиты 2 и водило 

Н) и замыкающей передачи , Z4 и ZH, устанавливающей дополнительную 

связь между угловыми скоростями центрального колеса 3 и водила: 

.                                              (10) 

Передаточное отношение обращенного механизма дифференциала 

                                      (11) 

Найдем передаточное отношение от 1 звена к водилу Н (барабану 

тельфера), для этого разделим левую часть уравнения (11) на H : 

 

, 

( )

5
'
13

'
3

'
41

'
3

'
431

H1
ZZZZZZ

ZZZZ
U

−

+
=

( )
5

'
1

4
'
52

H

1
4'1H1

ZZ

ZZ
1UU −===





( )
( )

( )
23

1
'
21

H3

H11
H3

ZZ

ZZ
1U −=

−

−
=





1U

1U

1U

1U

1

1

U
4'1

H3

H1

H3

H

1

H

3

1
H3

−

−
=

−

−
=

−

−

=









( ) 11
ZZ

ZZ

ZZ

ZZ
11UUU

5
'
1

4
'
5

23

1
'
2

4'1
1
H3

1

3
H3 +














−














−=+−==





'
3Z

'
3

H

H

3
H3

Z

Z
U ==





( )
'
21

322

H3

H1H
13

ZZ

ZZ
1U −=

−

−
=





1

1

U

H

3

H

1

Н
H1

−

−

=











 
 

 

откуда  Подставив в это выражение значения  из 

(10) и  из (11), выраженные через числа зубьев, получим 

. 

 

Графический метод кинематического исследования 
 

Для определения передаточных отношений сложных зубчатых 

механизмов (чаще всего сателлитных) используют также графический метод. 

Решение начинают с вычерчивания схемы редуктора в масштабе длин и 

построения картины линейных скоростей (рис. 21). Рассмотрим построение 

последней. 

Проводим вертикальную (нулевую) линию 0-0, на которую проектируем 

неподвижные оси вращения звеньев О1,3,4 и 05 (проекции обозначаем через 0' и 

) и полосы зацепления всех пар зубчатых колес. Построение линий 

расположения скоростей следует начинать с того из звеньев дифференциала, 

которое входит в дополнительную передачу. В рассмотренном механизме 

звенья 3, 5, 4 (Н). Начнем, например, с колеса 3. 
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Рис. 20. Замкнутый дифференциальный механизм тельфера (а), картина  

линейных скоростей (б), план угловых скоростей (в) 



Из проекции  

полюса зацепления P23 колес 

2 и 3 на нулевую линию 

проведем горизонтальный 

отрезок  – 2,3, 

изображающий в масштабе 

окружные скорости этих 

колес. Точку 2,3 соединим с 

0' и продолжим линию до 

пересечения с горизонталью, 

проведенной из полюса 

зацепления P3,5 колес 3' и 5. 

Получаем точку 3', 5. Эта 

линия и есть линия 

распределения скоростей 

звена.3. Соединив точку 3',5 с точкой , получим линию скоростей звена 5, 

на пересечении которой с горизонталью, проведенной из полюса зацепления 

колес 4 и 5, будет точка 4,5. Водило и колесо 4 составляют одно вращающееся 

звено, поэтому, проведя через точку 4,5 и 0' прямую и продолжив ее до 

пересечения с горизонталью, проходящей через , (проекцией точки О2 

водила), определим линию скоростей водила (четвертого звена) и отрезок  

– 2,Н, изображающий линейную скорость центра сателлита. Линия, 

проходящая через точки 2,Н и 2,3, – линия распределения скоростей водила. 

Продолжим ее до встречи в точке 1,2 с горизонталью, проведенной из полюса 

зацепления 1 и 2. Так как колесо 1 вращается вокруг оси О1, то линия 

распределения скоростей этого колеса будет изображаться линией, 

проходящей через точку 01 и 1,2. Так как линии 0-0 расположены проекции 

неподвижных осей, то точка  пересечения ее с линией сателлита – это 

проекция мгновенного центра вращения сателлита. 

Угловые скорости для рассматриваемого механизма приведены на плане 

(рис. 21, б). Отрезки 01, 02, 03, 0H, 05 представляют в масштабе угловые 

скорости соответствующих зубчатых колес: 

;    . 

План угловых скоростей построим следующим образом. Из точки 0 

горизонтальной оси О отложим перпендикулярный к оси произвольный 

отрезок ОР = h, а из точки P проведем линии  P1, P2, P3, P4, P5  параллельные 

наклонным линиям линейных скоростей, до встречи с осью в точках 1, 2, 3, 4, 

5. Масштаб плана угловых скоростей . 

Передаточное отношение определяются через отношения отрезков на 

плане угловых скоростей   
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  и т.д. 

Рассмотрим еще один пример. Для замкнутого дифференциального 

механизма тельфера (см. рис. 20, а) построим картину линейных (см. рис. 20, 

б) и угловых (см. рис. 20, в) скоростей. Зададимся линейной скоростью какой-

либо точки любого звена замыкающей передачи, например скоростью точки 

D водила. Из проекции этой точки на нулевую линию 0-0 d откладываем 

вектор dd1,  изображающий скорость точки D. Соединив точку d' с точкой , 

соответствующей неподвижной точке O1 на оси водила, получаем линию H, 

изображающую распределение линейных скоростей звена H. 

Соединив точку  с точкой O4 (неподвижный центр вращения 4-го 

звена), находим скорость точки B, принадлежащей одновременно звеньям 4 и 

3. Продолжив линию 3, определим скорость точки Б звеньев 3 и 4 сателлита 2'. 

Для сателлита 2 теперь известны скорости двух точек: точки Б и точки О2, 

принадлежащей водилу. Соединив точки б' и , получим линию 

распределения линейных скоростей сателлита 2 на которой точка О' – конец 

вектора da, изображающего скорость точки A. Эта точка является общей для 

колес 1 и 2. Поэтому, соединив точку d' с точкой , получаем линию 

распределения линейных скоростей точек звена 1. Тангенсы углов H, 2, 1, 

3, 4 пропорциональны соответственно величинам угловых скоростей: 

; ;   . 

Для определения передаточных отношений строим план угловых 

скоростей (см. рис. 20, в). Отложим произвольный отрезок PO, параллельный 

, и проводим через точку P линии под углами 1, 2, 3, 4, H к этому 

отрезку до пересечения в точках 1, 2, 3, 4, Н с перпендикуляром к OP. Тогда 

передаточное отношение определяются через отношение отрезков на плане 

угловых скоростей: ; ; ; ; 

; ;  и т.д. Причем оно имеет знак плюс, если 

оба отрезка расположены по одну сторону от точки О, и знак минус, если по 

разные. 

Волновые зубчатые механизмы (рис. 22) – это зубчатые планетарные 

механизмы, у которых одно из зубчатых колес внутреннего зацепления 

является гибким, непрерывно деформирующимся во время работы. 

Обязательным элементом волновой передачи является генератор волн (водило 

Н), помещенный внутрь гибкого колеса 2. При вращении генератора Н гибкое 

колесо 2 непрерывно деформируется, и от каждого ролика 1 или в каждой зоне 

зацепления возникает бегущая волна деформаций, в результате чего колесо 2 

входит своими зубцами в зацепление с жестким колесом 3. Если колесо 3 

неподвижно, то внутреннее колесо 2 будет вращаться, так как z2  z3. 
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Передаточное отношение волновой передачи определяется по формуле 

(6) для планетарных механизмов 

. 

Если неподвижно колесо 2, то 

. 

Волновые передачи выполняются с несколькими зонами зацепления. 

Передача с двумя роликами (см. рис. 22, а) называется двух волновой, с тремя 

зонами зацепления (см. рис. 22, б) – трехволновой. 
 

 

 

ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 

 

1. Изучить зубчатый механизм по заданию преподавателя. Подсчитать 

числа зубьев колес. Вычертить схему механизма по заданному модулю. 

2. Подсчитать степень подвижности зубчатого механизма. 

3. Определить передаточное отношение аналитически через числа 

зубьев колес. Результаты всех замеров и расчетов занести в таблицу. 

4. Построить картины линейных и угловых скоростей звеньев механизма 

и определить передаточное отношение через отрезки плана угловых 

скоростей. 

5. Определить передаточное отношение этого зубчатого механизма 

экспериментально. Для этого задать несколько оборотов ведущему звену (nвед) 

и подсчитать число оборотов выходного вала (nвых) механизма: . 

6. Сопоставить передаточные отношения, определенные в пунктах 3 и 4. 
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ОТЧЕТ 

о лабораторной работе № 5  

«Кинематический анализ зубчатых механизмов» 
 

1. Ступенчатый редуктор 

1.1. Кинематическая схема 
 

1.2. Результаты анализа. 

Числа зубьев колес 
Передаточные отношения 

ступеней 

Общее 

передаточное 

отношение 

Z1 Z2 Z3 Z4 и т.д. U12 U13 U14 U15 и т.д.  

           

 

2. Планетарный редуктор 

2.1. Кинематическая схема 
 

2.2. Результаты анализа. 

 

Числа зубьев колес 

Передаточное отношения 

обращенного 

механизма 
редуктора 

Z1 Z2 Z3 Z4 
( )

2312
H

13 UUU =  
( )H
13H1 U1U −=  

      

 

 
 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ЗАДАНИЯ 

 
1. Что называется передаточным отношением? 

2. В каких случаях передаточное отношение считается положительным, в каких – 

отрицательным? 

3. Составьте схему одноступенчатых передач внешнего и внутреннего зацепления и 

напишите формулу передаточного отношения. 

4. Составьте схему и напишите формулу передаточного отношения многозвенных 

зубчатых передач. 

5. Какой зубчатый механизм называется планетарным; дифференциальным? 

6. С какой целью применяется метод обращенного движения при кинематическом 

исследовании сателлитных передач? 

7. Какими зубчатыми передачами осуществляется передача вращения между 

параллельными, пересекающими и скрещивающими осями? Изобразите схемы этих 

передач. 

8. Какие методы кинематического анализа зубчатых механизмов Вам известны? 

9. Какая зубчатая передача называется волновой? 

10. В чем заключается графический метод кинематического анализа зубчатых 

механизмов? 

11. Назовите наиболее точный метод кинематического исследования. 

 


